
Exer
i
e I (10 points)Le but de 
et exer
i
e est l'étude d'une 
ourbe plane, appelée lemnis
ate, que l'on peut ren
ontrerlors de l'élaboration de 
ertains ra

ordements routiers.Le plan est muni d'un repère orthonormal dire
t (O ; ~ı , ~) (unité 5 
m). On note C la 
ourbedé�nie en 
oordonnées polaires par :

r = f(θ) =
√

sin(2θ) pour θ ∈
[
0 ;

π

2

]
∪

[
π ;

3π

2

]
.1°) Soit θ un réel de l'intervalle [

0 ;
π

2

].a) A quel intervalle θ + π appartient-il ?b) Cal
uler f(θ +π) en fon
tion de f(θ) ; en déduire une propriété de symétrie de la 
ourbe

C.2°) Soit θ un réel de l'intervalle [
0 ;

π

4

].a) A quel intervalle π

2
− θ appartient-il ?b) Cal
uler f

(π

2
− θ

) en fon
tion de f(θ) ; en déduire une propriété de symétrie de la
ourbe C.3°) Soit C1 l'ar
 de 
ourbe obtenu pour θ ∈
[
0 ;

π

4

]. Comment obtient-on C à partir de C1 ?4°) Montrer que pour tout θ appartenant à ]
0 ;

π

4

], r′ = f ′(θ) =
cos 2θ
√

sin 2θ

.5°) Étudier le signe de f ′(θ) sur ]
0 ;

π

4

]. En déduire les variations de f pour θ ∈
[
0 ;

π

4

],puis dresser le tableau de variations de f sur 
e dernier intervalle.6°) On pose, pour tout θ ∈
]
0 ;

π

4

], x = r cos θ et y = r sin θ. Montrer que :

x′ =
cos 3θ
√

sin 2θ

et y′ =
sin 3θ
√

sin 2θ
.7°) Déterminer un ve
teur dire
teur de 
ha
une des deux tangentes suivantes à la 
ourbe C,l'une au point A de paramètre θ =

π

6

et l'autre au point B de paramètre θ =
π

4

.8°) Cal
uler lim
θ 7→0

y′

x′

. On admet que 
ette limite est le 
oe�
ient dire
teur de la tangente à C aupoint O. Cara
tériser la tangente à C au point O.9°) Tra
er soigneusement la 
ourbe C, ainsi que les tangentes aux points O, A, B.10°) On admet que le rayon de 
ourbure au point B vaut 1

3

. Déterminer un ve
teur dire
teur
~n de la normale au point B. Sur la même �gure, 
onstruire le 
er
le de 
ourbure en B.GTMAT 2/5

Exer
i
e II (10 points)L'espa
e est rapporté au repère orthonormal dire
t (O ; ~ı , ~ , ~k). Les axes de 
oordonnées sontles axes (Ox), (Oy) et (Oz). Les plans de 
oordonnées sont les plans (Oxy), (Oxz) et (Oyz).La notation M(x, y, z) désigne le point M de 
oordonnées x, y et z.La �gure sera 
onstruite et 
omplétée sur l'annexe au fur et à mesure de l'avan
ement desquestions.Soit ∆ la droite in
luse dans le plan (Oyz), d'équations {
x = 0

12y − 5z = 0Soit Σ la sphère de 
entre Ω(0, 3, 2), tangente en T (0, 3, 0) au plan (Oxy).1°) a) Montrer que la sphère Σ a pour équation : x2 + y2 + z2 − 6y − 4z + 9 = 0.b) Montrer que la droite ∆ et la sphère Σ ont pour unique point 
ommun A

(
0,

15

13
,

36

13

).En déduire la position de la droite ∆ par rapport à la sphère Σ.2°) Soit (P ) le plan perpendi
ulaire au point A à la droite ∆.a) Montrer que (P ) a pour équation 5y + 12z − 39 = 0.b) On note ∆1, ∆2, ∆3 les droites interse
tions respe
tives de (P ) ave
 les plans (Oyz),

(Oxz) et (Oxy). Déduire de la question a) un système d'équations 
artésiennes de 
ha
unedes droites ∆1, ∆2, ∆3.
) Compléter la �gure donnée en annexe. En parti
ulier, on re
onnaîtra et on nommera lesdroites ∆1, ∆2, ∆3.3°) Soit B le point de la sphère Σ, diamétralement opposé à T .On note T ′ le point de 
oordonnées (3, 0, 0)a) Déterminer les 
oordonnées de B et pla
er 
e point sur la �gure en annexe.b) É
rire une équation du plan (P ′) déterminé par les droites (TB) et (TT ′).
) Montrer que les plans (P ) et (P ′) sont sé
ants suivant une droite (D) d'équations para-métriques : 



x = 12t

y = −12t + 3 (t ∈ IR)

z = 5t + 2.d) Déterminer les 
oordonnées du point I, interse
tion de (D) ave
 le plan (Oxz).
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4°) Soit Γ1 le grand 
er
le interse
tion du plan (P ) et de la sphère Σ. Soit Γ2 le grand 
er
leinterse
tion du plan (P ′) et de la sphère Σ. Les deux grands 
er
les Γ1 et Γ2 se 
oupent endeux points. On note C le point d'abs
isse positive. On obtient ainsi un triangle sphérique

ABC tra
é sur la sphère Σ.a) Compléter la �gure donnée en annexe ; re
onnaître et nommer Γ1 et Γ2.Ave
 les notations habituelles, on rappelle les � formules fondamentales � :

{
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos Â

cos Â = − cos B̂ cos Ĉ + sin B̂ sin Ĉ cos ab) Montrer que le triangle sphérique ABC est re
tangle en A. Cal
uler le produit s
alaire

−→
ΩA .

−→
ΩB. En déduire une valeur appro
hée de la mesure en degrés de l'angle géométrique

ÂΩB.
) Nommer deux plans de la �gure déterminant l'angle B̂ du triangle sphérique ABC.d) En déduire que sa mesure est 45°. Cal
uler des valeurs appro
hées de Ĉ, b, a.
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- ANNEXE à rendre ave
 la 
opie -Figure de l'exer
i
e 2
b
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