
Corrigé du sujet 2003Exerie I - Partie A -1°) x et y sont π�périodiques . En e�et, pour tout t ∈ IR,
x(t+π) = cos(2(t+π)) = cos(2t+2π) = cos(2t) = x(t) et y(t+π) = 2 sin(2(t+π)) = 2 sin(2t+2π) =
2 sin(2t) = y(t).Cei permet de réduire l'intervalle d'étude à [

−π

2
;

π

2

].Par ailleurs, pour tout t ∈ IR, x(−t) = cos(2(−t)) = cos(−2t) = cos(2t) = x(t) don x est paire . et
y(−t) = 2 sin(2(−t)) = 2 sin(−2t) = −2 sin(2t) = −y(t) don y est impaire .Les deux fontions possédant une parité, on peut enore réduire et intervalle à [

0 ;
π

2

].Étude de la ourbe :
x′(t) = −2 sin(2t). Si t ∈

[

0 ;
π

2

] alors 2t ∈ [ 0 ; π ] don sin(2t) > 0 d'où x′(t) 6 0.
y′(t) = 4 cos(2t). Si t ∈

[

0 ;
π

2

] alors 2t ∈ [ 0 ; π ] don cos(2t) hange de signe :si t ∈
[

0 ;
π

4

] alors 2t ∈
[

0 ;
π

2

] don cos(2t) > 0 d'où y′(t) > 0 ;si t ∈
[ π

4
;

π

2

] alors 2t ∈
[ π

2
; π

] don cos(2t) 6 0 d'où y′(t) 6 0.
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Hj 03°) Pour tout point de E, on a x(t) = cos 2t et y(t) = 2 sin 2t don x2 +

(y

2

)2

= (cos 2t)2 + (sin 2t)2 = 1d'où x2 +
y2

4
= 1.Cette dernière équation est elle d'une ellipse don E est ontenue dans une ellipse.Réiproquement, soit M un point de ette ellipse. On a alors : x2 = 1− y2

4
. Or −y2

4
6 0 don x2

6 1'est-à-dire −1 6 x 6 1. Il existe alors un nombre u tel que x = cos u, ou enore, en posant t =
u

2
,

x = cos(2t). En remplaçant dans x2 +
y2

4
= 1, on obtient y = ±2 sin(2t) don (en onsidérant laparité de x et de y) M appartient à E.On pouvait aussi invoquer le fait que x varie de −1 à 1 et que y varie de −2 à 2 (ave la symétrieobtenue grâe aux parités) et e, de façon ontinue (les fontions x et y sont ontinues) don la ourbe

E orrespond bien à l'ellipse omplète.Rédation alternative : { x(t) = x0 + a cos t
y(t) = y0 + b sin t

est la représentation paramétrique de l'ellipse de entre
(x0 ; y0) et d'axes a et b.Ii, a = 1 et b = 2, don l'étude faite au 1°) montre que la ourbe E est l'ellipse entière.Éléments aratéristiques :entre O ; demi grand-axe b = 2 , demi petit-axe a = 1 ; axe foal vertial (ar b > a), d'équation
x = x0 don x = 0 ; sommets de oordonnées (x0 = 0 ; y0 + b = 2) et (x0 = 0 ; y0 − b = −2) ;foyers de oordonnées (

x0 = 0 ; y0 + c =
√

3
) et (

x0 = 0 ; y0 − c = −
√

3
) ar c =

√
b2 − a2 =

√
3.



- Partie B -1°) Le entre de S est elui de C, 'est-à-dire O (on notera que O est sur l'axe de rotation). Le rayon deS est elui de C, 'est-à-dire 2.L'équation de la sphère S s'érit don (x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = R2 d'où x2 + y2 + z2 = 4 .2°) Il su�t de véri�er que les oordonnées de A et B satisfont l'équation de la sphère S.3°) N étant le p�le nord, ses oordonnées sphériques sont (

2 ; 0 ;
π

2

). Pour le A, on utilise les formules






x = R cos θ cos ϕ
y = R sin θ cos ϕ
z = R sin ϕ

qui donnent 2 sinϕ = zA = 0 don ϕ = 0 d'où cos ϕ = 1 puis 2 cos θ × 1 =

xA =
√

2 d'où cos θ =

√
2

2
et sin θ =

√
2

2
don θ =

π

4
. Les oordonnées sphériques de A sont don

(

2 ;
π

4
; 0

) .Pour B, on trouve de la même façon (

2 ; −π

4
; 0

) .4°) Une simple leture graphique donne ii a = b = n =
π

2
et Â = B̂ = N̂ =

π

2
.Remarque : on a don don ⌢

AB =
⌢
AN =

⌢
NB = 2 ×

π

2
= π.5°) L'aire du triangle sphérique NAB est (Â + B̂ + N̂ − π) × R2 = 2π unités d'aires.Exerie II1°) M (x ; y ; z) ∈ C ⇐⇒ (

−−→
KM,~k) =

π

4
ou π − π

4
⇐⇒

−−→
KM.~k = KM × 1 ×

(

± cos
π

4

)

⇐⇒ z − 3 = ±
√

x2 + y2 + (z − 3)2 ×
√

2

2

⇐⇒ (z − 3)2 =
1

2
(x2 + y2 + (z − 3)2)

⇐⇒ 2(z − 3)2 = x2 + y2 + (z − 3)2

⇐⇒ (z − 3)2 = x2 + y2 ⇐⇒ (3 − z)2 = x2 + y2.Car z − 3 et 3 − z sont opposés et ont don le même arré.Ce alul est valable pour M 6= K mais K véri�e quand même l'équation �nale.2°) En remplaçant z par 0 dans l'équation préédente, on trouve x2 + y2 = 9 qui est, dans le pland'équation z = 0, l'équation du erle de entre O et de rayon 3.3°) a) Pour tout point M et son image M ′ par I, on a :� on a −−→
ΩM ′ =

6

ΩM2

−−→
ΩM = λ

−−→
ΩM ; les veteurs −−→

ΩM et −−→
ΩM ′ sont olinéaires don Ω, M et M ′ sontalignés ;� on a aussi −−→ΩM.

−−→
ΩM ′ =

−−→
ΩM.

6

ΩM2

−−→
ΩM =

6 ΩM2

ΩM2
= 6 (onstante).La transformation I est don l' inversion de p�le Ω et de rapport 6 .b) On trouve, en traduisant la relation −−→

ΩM ′ =
6

ΩM2

−−→
ΩM en oordonnées, que (. . .) A′ (−2 ; 0 ; 0)et B′ (−2 ; 1 ; 0) .Remarque : on sait que A′ ∈ (ΩA) don A′ est sur les plans d'équation y = 0 et z = 0. Sesoordonnées sont don (x′ ; 0 ; 0). La relation −→

ΩA.
−−→
ΩA′ = 6 devient ensuite 6(x′ + 3) = 6 d'où

x′ = −2.



) � Les oordonnées de Ω véri�ent l'équation du �ne C et l'équation z = 0 don Ω appartientà E. Ainsi, le erle E passe par le p�le Ω don son image est une droite Γ perpendiulaire audiamètre [ΩO] (et ontenue dans le plan ontenant le erle E).� Les points A et B appartiennent au erle E ar leurs oordonnées véri�ent {

x2 + y2 = 9
z = 0� Les points A′ et B′ appartiennent don à la droite Γ.� Les points A′ et B′ appartiennent aussi à la droite D ar leurs oordonnées véri�ent {

x = −2
z = 0Si deux droites ont deux points en ommun alors elles sont onfondues don l'image Γ de E est D.4°) a) On a −−→

ΩM ′ = (
6

ΩM2

−−→
ΩM) (relation (1)). Si M a pour oordonnées (

−9

4
; t ; 0

) alors −−→
ΩM apour oordonnées (

−9

4
+ 3 ; t ; 0

) don ΩM2 = t2 +
9

16
. La relation (1) donne, pour la premièreoordonnée :

x′ + 3 =
6

t2 + 9

16

× 3

4
don x′ =

9/2

t2 + 9

16

− 3 =
9/2 − 3t2 − 27/16

t2 + 9

16

=
45/16 − 3t2

t2 + 9

16

.Les autres relations donnant y′ et z′ s'obtiennent de même.b) Soit M un point de ∆ et M ′ son image par I. On a alors
FM ′2 =

(

45/16 − 3t2

t2 + 9/16
− 1

)2

+

(

6t

t2 + 9/16

)2

+ 02 =

(

1

t2 + 9/16

)2
[

(

9

4
− 4t2

)2

+ 36t2

]

=

(

1

t2 + 9/16

)2 [

81

16
+ 18t2 + 16t4

]

=

(

1

t2 + 9/16

)2 (

9

4
+ 4t2

)2

=

(

1

t2 + 9/16

)2

× 16

(

9

16
+ t2

)2

= 16don FM ′ = 4 : l'image de ∆ par I est ontenue dans la sphère S, de entre F (1 ; 0 ; 0) et derayon 4.


