Dérivation

Rappel :
Le sighe de f’ donne
les variations de f

A savoir absolument et sans avoir a
réfléchir !




Sighe d'une expression

Etude du signe d’une expression :

- soit elle est toujours positive, par exemple
T’ + 5 ;

- soit elle est toujours négative, par exemple
-2x%-06;

- soit son signe dépend de x, par exemple
3x%-2 .




Quelgues cas ou le signe dépend de T

Exemple : 3z + 2

C’est une expression du premier degré.
Je peux résoudre 3z + 2 >0 :
3z+2>0e3z>-22>-2/3

Donc |I'expression 3 ¢z + 2 n'est
strictement positive que pour xz > - 2/3.




Quelgues cas ou le signe dépend de T

Exemple : 3 z2-2z-1
C’est une expression du second degré.

Ses racines sont (...) 1 et - 1/3 et elle a
le signe de a sauf entre les racines :

3z22-2zz-1>0«zxz<-1/30uzxz>1.




Quelgues cas ou le signe dépend de T

Exemple \/ﬂgne de f’ quand f(x)=X— VX
f'(x) = T est une fractlon.
2

J'étudie alors le signe du dénominateur :
2Vx—1>0Vx>1/2= x>1/4

et le signe du numérateur : 24/ x>0

Donc la dérivée est strictement positive
seulement quand x > 1/4 et la fonction f est
strictement croissante sur ]1/4 ; +ool.




Exemple 7 du cours

Etudier les variations de la fonction f définie sur IR\{—3} par

1+ 3x + 4
r+3

flz) =

,, 2z +3)(x+3)—1(x*+3x+4) 2a*+6x+5

@ f (I) = - = -

(z +3)* (z +3)
@ (x + 3)? est toujours positif donc f'(x) a le méme signe que
12 + 62 + 5. Cette fonction du second degré a le signe de a = 1
donc est positive sauf entre les racines (...) r; = —1 et x5 = —5.
® En remarquant que —3 est une valeur interdite, ceci donne le
tableau suivant :

T —00 -5 —3 —1 +00

f'(x) + 0 — - 0 +

—7 -
f(z) f/ \ \ . //




48 page 125

Pour les exercices @ a @ calculer la dérivée de f puis
dresser son tableau de variation sur l'ensemble 9.
Préciser les extremums lorsqu’ils existent.

@ f(x)=—3x2+x+x/§;@=[0;+oo[.

mf(x)=2x—3x2+§ : D=R.

O rw=-ix+ix+1;9-R

2 *
@f(x):—x—z;@z[l%.
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2 _2-xt
@f’[x):—lJr 7- xzx’-

X
f(x)>0pourxe |-v2;0[w ]0;2[.

x | -e -2 0 J2 + 00
() - 0 + + 0o -
+ oo + co /—ZRE\
f \2-&5 - — oo

fadmet un minimum sur ]-eco; 0[, 2y2, et un maxi-
mum sur 0 ; +eo[, - 2y2.




Exercice 1 (fiche d’exercices)

h est la fonction définie sur & par:

h(x)=—=x" —3x" — —x
9 3
Chloé a tracé la courbe représentative de la fonction h
a l'écran de sa calculatrice (fenétre : —3 <X =< 3,

pas1et —100 < Y < 100, pas 10).

e
=i
P

|
i

Elle affirme : « La fonction h est croissante sur R. »
a) Déterminer h'(x) et étudier son
b) Chloé a-t-elle raison ? Justifier.

LN

N
'

n signe.




Exercice 1 (fiche d’exercices)

h est la fonction définie sur & par:

h(x) = —;—.\‘3 —3x% + 1Ex

7/ n 7/
¢ J e C a I C u | e I a d e rl Ve e . Chloé a tracé la courbe représentative de la fonction h

a lécran de sa calculatrice (fenétre : —3 < X < 3,

f’(X) — X2/3 . 6X + 128/3 pas‘let—1OO£Y\<\1OOS,:§pas‘.O}.
» Elle est du second degré,

SO n d i SC ri m i n a nt eSt - 1 8 8/9 Elle affirme : « La fonctiorj; est croissante sur R. »

a) Déterminer h'(x) et étudier son signe.

donc e”e nla paS de raCine. b) Chloé a-t-elle raison ? Justifier.

* La dérivée reste donc du signe de a = 1/3
donc est positive sur IR.

 La fonction est donc bien croissante sur IR.




Exemple 8 du cours

Etude des variations d'une fonction du second degré, par exemple
f(z) = =322+ 18z + 5 sur IR.

@ f(r)=—6x+ 18.

@ Le signe de f'(x) dépend ici de x :

fl(x) >0 4= —6r+18 >0+ —6x > —18 <z < 3.

@ Voici donc le tableau de signe de f’ et de variation de [ :

T —00 3 +00
Signe de f' + 0 -
32

Variations de f P Mg




Exercice 16 page 123

m On pose f(x)=x?%-2x, pour x eR.
a. Etudier les variations de f.

b. En déduire la comparaison des nombres f(1,01)

et f(g)




Exercice 16 page 123

@ Floc)=2x=2 % F'(x)> Qpolirx > 1,

d.

X o 1 + o0

f'(x) - C:l +
5

T T
b.—~1,05;1,01<—.
3 3

Sur [1;+oq[, fest croissante.

D'ott: £(1,01)< f(%)




Cas des fonctions du second degré

@ Propriété 2

Sia>0:
x —00 —i +00
Signe de f’ — 0 +
Variations de f ™~ N
(=)
Sia<0:
x —00 —% +00
Signe de f’ + 0 _

Variations de f

Tableaux de variations de f définie par f(z) = az*+bx+csur IR :

@9} Démonstration

@ f'(x) =dx+Db.

fllx) >0 <= 2ax+Db

b,
2a >

[ et si a < 0 alors f l'est sur ] —00;

@ Le signe de f’(x) dépend ici de x :

>0 < 2ar > —b

b b
— I>—2—sia>00u:r<——sia<0.

a 2a

@ Donc si a > 0 alors f est strictement croissante

b
2a |

SUr




Extrema. Manuel p.114

Considérons la fonction fdérivable sur[0;5] dont la représentation graphique est donnée ci-dessous.
* A est le point « le plus bas » de la courbe.

On dira que f(5) est le minimum de f sur[0;5].

* B est le point « le plus haut » de la courbe.

On dira que f(1) est le maximum de f sur[0;5].

*(Cn’estpas le point « le plus bas » de toute la courbe, mais Cest le point« le plus bas » d’une portion
de courbe « autour de C», par exemple la portion coloriée en rouge.

On dira que fadmet un minimum local en %

On peut remarquer que la tangente a la courbe en C semble horizontale.
Ilen est de méme en D et en B.



Extrema. Cours

3) Extremum d’une fonction

Définition

Soit f une fonction définie sur I et w un nombre appartenant a 1.

Le nombre f(u) est le maxi-
mum de f sur [ si, pour tout x

de I, ona f(z) < f(u).

Le nombre f(u) est le mini-
mum de f sur [ si, pour tout x

de I,oma f(z) = f(u).

Yy

Yy




Extrema. Cours

-\@f- Remarques
& un extremum est un maximum ou un minimum ;
~ g'il n'est un extremum que sur un sous-intervalle de 1'ensemble
de définition, nous disons qu'il est local; dans 'exemple 7, —7 est
un maximum local car il n’est maximum que sur | —oo; —3[ ;
« si f(u) est un extremum (local ou non) alors f'(u) =0;
= la réciproque est fausse : si f(z) = x3 alors f'(0) =3 x 02 =0
mais f n’a aucun extremum en 0.

@ Propriété 3
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a € I.

f aun extremum (maximum ou minimum) local ou global en a si
et seulement si f’ s’annule en a en changeant de signe.




Extrema. Cours

Soit f la fonction définie sur IR par f(z) =z* +42* — 162 + 2.
Prouver que f'(x) = 4(z +2)*(x —1). En déduire 'existence ou non
d’extrema pour f.
® D’une part, f'(x) =42% + 12 2% — 16.
D’autre part,
4z +2)%(x—-1) = 42*+4x+4)(x—1)

= 43 +422+4x— 2?2 —4x —4)

= 423 +122° - 16 = J'(x).
@ 4(x + 2)? reste positif (mais s’annule en —2) donc f'(z) a le signe
de r — 1 et nous savons que r — 1 > 0 <= = > 1.




Extrema. Cours

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) =2* +42* — 162 + 2.
Prouver que f'(x) = 4(z +2)*(x —1). En déduire 'existence ou non
d’extrema pour f.

@ D’ou le tableau de variations de f :

x — X —2 1 +00
4 + + +
(z +2)° + 0 + +
r—1 — — 0 +
Signe de f’ - 0 - 0 +
Variation de f T 18 — g _—

@ f' s’annule en 1 en changeant de signe donc f(1) = —9 est un
extremum local (ici un minimum local).

Par contre, f’ s’annule en —2 sans changer de signe donc f(—2) = 18
n’est pas un extremum.




Exercice 11 page 122

e Une entreprise fabrique une quantité g d’un certain
produit. g est exprimé en tonnes. Le colt total de pro-
duction est en milliers d’euros :
C(g)=g°—30g+320.
Pour quelle valeur de g, C(g) est-il minimal ?




Exercice 11 page 122

C'(g)=2q-30
donc
C'(g) >0<=>29g-30>0=2q9g>30<=qg>15.

La fonction est donc strictement croissante sur [15 ;
+oo[ et strictement décroissante sur [0 ; 15].

C(qg) est donc minimal pour g = 15 tonnes (nhon
demandé : le colt correspondant est C(15) = 95 donc
95 000 euros).




Exercice 2 de la fiche

f est la fonction définie sur R par:
f(x) =2x> —3x* —36x + 1
a) Déterminer f'(x) et étudier son signe.
b) Dresser le tableau de variations de f.
¢) En déduire les extremums locaux de f.




Exercice 2 de la fiche

f est la fonction définie sur R par:
f(x) = 2x> —3x2 —36x +1
a) Déterminer f'(x) et étudier son signe.
b) Dresser le tableau de variations de f.
¢) En déduire les extremums locaux de f.

a)f’(x)=6x2-6x-—36.

Cette fonction est du second degré donc elle a le signe de a sauf entre les
racines eventuelles.

Or elle a deux racines (calculer A etc.) : — 2 et 3.
Comme a=6>0,
* sur]—oo;—2[, f’(x) est strictement positive ;

« sur]—2;3[, £’(x) est strictement négative ;

* sur]3;+ o[, f’(x) est strictement positive.




Exercice 2 de la fiche

f est la fonction définie sur R par:
f(x) = 2x> —3x2 —36x +1
a) Déterminer f'(x) et étudier son signe.
b) Dresser le tableau de variations de f.
¢) En déduire les extremums locaux de f.

b) Le signe de f’ donne les variations de f. Donc, d’apres le a) :
e sur|-—oo;—2J, feststrictement croissante ;

e sur|-—2: 3|, f est strictement décroissante ;

e sur]3;+ o], feststrictement croissante.

r | —00 —2 3 +00
f'(x) + 0 — 0 -+
45




Exercice 2 de la fiche

f est la fonction définie sur R par:
f(x) = 2x> —3x2 —36x +1
a) Déterminer f'(x) et étudier son signe.
b) Dresser le tableau de variations de f.
¢) En déduire les extremums locaux de f.

r | —o0 —2 3 +00
f'(x) + 0 - 0 +
45
f(x) / \ /
—80

c) 45 est un maximum local et — 80 est un minimum local.




31 p.130

Un berger corse dispose d'un champ situé devant sa
bergerie. Il décide de poser une cloture pour obtenir un
enclos rectangulaire dont l'un des cotés sera le mur de la
bergerie selon le plan ci-dessous.

y

o =

A
|

Jx
Ce champ doit avoir une aire de 300 m?,
Le but de l'exercice est de trouver les dimensions x ety
du champ pour que la longueur de la cloture soit mini-
male.
a. Sachant que l'aire du champ est égale a 300 m?, expri-
mer y en fonction de x.
b. Exprimer en fonction de x la longueur de la cloture,
2x%+300
——

notée £(x). On vérifiera que £(x) =
c. Calculer la dérivée £’ de €.

d. Etudier les variations de € sur ]0;+eo].

e. En déduire les dimensions x et y pour lesquelles la cl6-
ture a une longueur minimale. Préciser cette longueur.




31 page 130

0 1. xy =300, soit y =300

x
2.{%(x)=y+zx=¥+zx.
. 300 2x%-300
3.8(x)=- =, +2:T'
4. {'(x) >0 pour x> 5y6.
X 0 5\.E + co
€ (x) : 0 -
+ oo + oo

5. La cléture aura une longueur minimale pour x=56
(x=12,25m). La longueur sera égale a environ 49 m.




xercice 3 de la fiche : a faire sur
feullle

-
~ gest lafonction définie sur IR par:
2x

K=
g(x) =3

a) Afficher la courbe représentative de la fonction g =

I'ecran de la calculatrice et conjecturer les extremurr:
locaux de g.

b) Démontrer les conjectures précédentes.
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@ De la plaque a la gouttiére
On dispose d'une plaque de
zinc rectangulaire de longueur =
5m et de largeur 32 cm pour x‘&
fabriquer une gouttiére de sec- \
tion rectangulaire de la facon
indiquée ci-contre.

On note x la longueur, en cm, de la partie pliée.

On se propose de trouver x pour que le volume de la gout-
tiere soit maximal.

1. Déterminer lintervalle dans lequel varie x.

2. Déterminer la section S(x) de la gouttiére en fonction

de x.

3. Déterminer la fonction dérivée de S et en déduire les
variations de S.

4.a. Pour quelle valeur de x le volume de la gouttiere
est-il maximal ?
b. Quel est le volume maximal de la gouttiere ?




32 page 130

B 1o=x=01.

2.5(x) =xx (0,32 - 2x) =- 2x?+ 0,32x.
3.5(x) =-4x+0,32.
S'(2¢) > 0 pour x< 0,08.

x 0 0,08 0,16
f(x) + 0 -

1, 7 T 0

4. a. Le volume de la gouttiere est S(x) x 5. Il sera
maximal quand S(x) sera maximal, c’est-a-dire pour
x=0,08 m.

b. Il sera alors égala 64 L.




Cours, Il, 4°) Prouver des inégalités

Prouver que, pour tout x réel positif, /1 +2x <1+ .

Réponse :
Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(z) =14+2—+1+22.
Nous devons prouver que f reste positive, pour cela, nous allons ici
prouver que f a un minimum positif.

2 v1i4+2z -1

Pour tout z de [0 ; 1, flile)=1-— =
our tout = de [0; 400, f'(7) 21+ 2z vV9i+2x

Le dénominateur est toujours positif. Pour le numérateur remar-
quons que :
rel0; 0] = 220=22>20=1+22>1

— V1+2z>/1=1+2z-120.
() car la fonction racine carrée est croissante.
Le numérateur est donc aussi positif donc f/'(z) = 0 sur [0; 400 :
la fonction f est croissante sur [0; +oc [ donc elle a pour minimum

FO)=140—T+2x0=0.

Comme elle a un minimum positif, f reste positive.




51, 53 page 125

Pour les exercices E) a €.

a. Calculer f’(x).

b. Dresser le tableau de variation de f.
¢. En déduire les solutions de 'inéquation.

@ f(x)=x%+2x-1; f(x)s-2.
O r(0)=x2-2x+3; f(x)<o.
e f(x)=—~21-x2+x—2 ;f(x)-‘-"-'-—-;—.
@ f(x)=2x%-5x+1; f(x)=1.
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O 1rx-2x-2
2.
X — oo 1 + oo
f(x) - 0 +

f xz //‘“’ o

3.f(x)<0: ¥ =02.

9 1. f'(x) = 4x - 5.
2.

x — oo

El
4
f(x) - 0

+

+ oo + oo
_17
3.flx) =12 -5x=0ox(2x-5) =0,

F=]-00;0] U[g;—km}.




xercice 4 de la fiche : a faire sur
feullle

g est la fonction définie sur R par:
gx)=% —9x" 4 24x~3
a) Dresser le tableau de variations de la fonction g.
b) Déterminer les extremums locaux de g.
¢) Démontrer que pour tout nombre réel x = 2:
g(x) =13




ours, 5°) Comparaison de deux fonctions

< soient f et g deux fonctions. La courbe de f est au dessus de celle
de g quand f(z) > g(x), autrement dit quand f(z) — g(z) > 0 et
elle est en dessous de celle de g quand f(z) — g(x) < 0;

= si j'appelle h la fonction définie (sur un certain ensemble) par
h(z) = f(z) — g(x), I'étude des variations de h peut permettre de
savoir a quel moment A(x) est positif ou négatif.




ours, 5°) Comparaison de deux fonctions

Etudier les positions relatives de la courbe de la fonction f définie
sur IR par f(z) = z* et de sa tangente en son point d’abscisse 2.

L’équation de cette tangente est y = f'(2)(z —2)+ f(2) = 122 —16.
La courbe de f est au dessus de sa tangente quand f(z) > 122 — 16
donc quand f(z) — (122 — 16) > 0.

Soit donc h la fonction définie sur IR par

h(zr) =2 — (122 — 16) = 2° — 122 + 16.




ours, 5°) Comparaison de deux fonctions

Alors I(z) =32% —12=3(z* — 4) = 3(z — 2)(z + 2).

D’ou le tableau de variations de h :

T —00 —2 2 +o0
3 + + +
r — 2 — — 0 +
T+ 2 — 0 + +
Signe de h' + 0 — 0 +
Variation de h - 32 — 0 o

Il semblerait (calculatrice graphique...) que h(—4) = 0 et, en effet :
h(—4) = (—4)" —12(—4) + 16 = —64 + 48 + 16 = 0.

Donc, d’apres le tableau de variations de h :

e sur |—oo; —4[ : h(x) < 0 donc la courbe est en dessous de sa
tangente ;
e sur |—4: +oo[ : h(z) = 0 donc la courbe est au dessus de sa

tangente.




Exercice 5 de la fiche

Comparez x et x? :
a) en utilisant les variations de la fonction h(x) = x2 - x ;
b) en résolvant directement x2 > x.




Exercice 5 de la fiche

Comparez x et x* :
a) en utilisant les variations de la fonction h(x) = x2 - x ;
b) en résolvant directement x? > x.

a) Nous voulons savoir a quel moment (pour quels x) h(x) est positive et a
quel moment elle est négative. Pour cela, nous allons étudier les variations
de h en espérant qu’elles nous donnent la réponse a cette question.

h’(x)=2x—-1donch’(x)>0<=x>1/2d’ou:

I — 0 1/? 400
h'(x) - 0 +
h(x) \ /
—1/4

Ce tableau ne permet pas de conclure, nous savons juste que h(x) est
négative a un moment (quand x = 1/2).




Exercice 5 de la fiche

Comparez x et x* :
a) en utilisant les variations de la fonction h(x) = x2 - x ;
b) en résolvant directement x? > x.

Cherchons a quel moment elle s’annule :
h(x)=0e= x*—-x=0<x=0ou(x—-1)=0< x=0o0ux=1
(vous pouviez aussi utiliser le discriminant, etc.)

T — 00 0 1/2 1 +00
h'(x) — 0 +
+
s N

Maintenant, nous pouvons conclure :

h(x) est strictement positive sur ] — oo ; O[ et sur ] 1 ; + oo [ et strictement
négative sur ]0 ; 1[ donc :

x2>xsix<0oux>1 et x2>xs10<x<1.




Exercice 5 de la fiche

Comparez x et x* :
a) en utilisant les variations de la fonction h(x) = x2 - x ;
b) en résolvant directement x? > x.

b) Résolution directe :
xX2>x = x2—x>0< x(x—1)> 0; il suffit ensuite de faire un tableau de

signes (remarquez que x—1>0<x>1):




Exercice 6 de la fiche

Etudiez les positions relatives de la courbe de la fonction définie sur

IR\ {1} par f (x) = 2XX_+11

et de sa tangente en son point d’abscisse 2.




Exercice 6 de la fiche

Etudiez les positions relatives de la courbe de la fonction définie sur

IR\ {1} par f (x) = ZXX_J’II

et de sa tangente en son point d’abscisse 2.

f’(x)=-=3/(x-1)? Eqtgte: y=3x-11
h’(x) = (3x2 - 6x)/(x — 1)?2

h croissante sur | —o00; 0 [ jusqu’a — 10 puis décroissante sur 0 ; 1[

h décroissante sur ]1 ; 2[ jusqu’a O puis croissante sur ]2 ; +oo[
h négative sur ] — 0o ; 1[ et positive sur ]1 ; +oo[

donc la courbe est en dessous sur ] — oo ; 1] et au dessus sur |1 ; +oo[.




96 page 134

@ Avec des probabilités

1. Uneurne contient n boules, trois blanches et les autres
noires (doncn > 3). On tireau hasard une boule de ['urne
et on note p(n) la probabilité de tirer une boule noire.

Calculer p(n).

2. 0n ajoute une boule noire dans 'urne, puis on tire une
boule au hasard. On note g(n) la probabilité de tirer une
boule noire.

Calculer g(n).

3.a. Etudier le sens de variation des fonctions f et g défi-

nies sur |0;+oo| par: f(x)= XT_?’ et g(x)= i—;i

b. Construire leurs courbes représentatives dans un méme
repere.

c. Comparer les fonctions f et g sur[3;+oo].

d. En déduire que pourtoutn =3, g(n) > p(n).

e. Ce dernier résultat était prévisible. Pourquoi ?
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@ n-3 d. On a doncg(n) >p(n) pour n = 3 carg(n) =g(n) et
Lpm =" p(n) = (n).
2.q(n)= ::r T e. Ce résultat était prévisible puisque la probabilité

3 d’avoir une boule blanche est > dans le premier cas et
3-3-f(x)=?:f{x):>ﬂpnurtnutxde]0;+m[, n

donc fest croissante sur |0 ; + oo].

3 1 dans le second, c’est-a-dire plus petite.

g'(x) = ﬁ; g'(x) > 0 pour tout x de 10 ; + oo,

donc g est croissante sur ]0 ; + oo|.
bi

1

0,8

0,6

0,4
ﬂ’z i

0 -
12 /03 456 7 8 91011121314151617 18

e

C. Pourxe [3; +oof,

x-3 x-2 (x-3)(c+1)-x(x-2) -3 <0
x  x+1 x(x+1) Cx(e+1)
Donc pourtoutx €[3; + oo, flx) < g(x).
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