Exercices : Spheres, droites et plans dans l’espacel

Dans tous les exercices, on se place dans un repere orthonormal de I'es-
pace (O; v, 7, k)

Exercice I (spheéres)

1°) Donnez ’équation de la spheére S de centre Q (—1; 2; —6) et de
rayon 3.

2°) Retrouvez le centre et le rayon de la sphere S’ d’équation
>+ + 22 —4do+6y+2—1=0.
3°) Justifiez que S et S’ ne sont pas sécantes.

Exercice II (droites)
Soient les points :
A(l;—-1;2) B(0;1;0) C(3;2;2) D(—4;2;—-4) E(-3;1;2).
1°) Donnez une représentation paramétrique de la droite (AC).
2°) Donnez une représentation paramétrique de la droite (BD).
3°) Vrai ou faux :
a) Le point E appartient a la droite (AC).
b) La représentation paramétrique suivante :

r = 4+1
y = H+2t telR
z = —1—-1

définit la droite (AB).

4°)a) Calculez les coordonnées du projeté orthogonal de B sur la
droite (AC).
b) En déduire la distance entre B et (AC).
5°) a) Les droites (AC) et (BD) sont-elles orthogonales 7
b) Les droites (AC) et (BD) sont-elles paralleles ?
c) Démontrez que les droites (AC) et (BD) sont sécantes.
d) Calculez les coordonnées de leur point d’intersection.

Exercice III (plans)
On reprend les points de ’exercice 11.

1°) Donnez les coordonnées du projeté orthogonal de D sur le plan (Oyz).

2°) Donnez les coordonnées du projeté orthogonal de C' sur le plan
d’équation y = —1.

3°) Le plan (ABC) a-t-il pour équation 2x + 4y +32 —4 =07

Exercice IV (vecteur normal & un plan)
1°) Donnez un vecteur normal du plan P d’équation 4x —y+22+47 = 0.
2°) Soit P’ le plan d’équation P d’équation 2z — 3y + 2z — 4 = 0.

Les plans P et P’ sont-ils sécants ?

Quelle est la nature de leur intersection ?

Exercice V (plans définis par une orthogonalité)
On reprend les points de I'exercice I1.

1°) Donnez une équation du plan perpendiculaire a (AC) et passant
par B.

2°) En utilisant la représentation paramétrique de la droite (AC') trouvée
a 'exercice I, retrouvez les coordonnées du projeté orthogonal de B
sur la droite (AC).

3°) Soit S la sphere de centre B et passant par C'.
Déterminez une équation du plan tangent a .S en C.

Exercice VI (plan passant par trois points)

Soient les points : M (0; 3;2) N(—4;0;0) P(-2;0;1) Q(2; —5; 3)
1°) A Taide d’un systéme, donnez une équation du plan (M N P).

2°) M, N, P, @ sont-ils coplanaires ?

Exercice VII (plan passant par trois points)
On reprend les points de ’exercice II.

1°) Donnez une équation du plan (ABC).
2°) Vérifiez que D appartient au plan (ABC).



Exercice VIII (équation normale d’un plan)
On reprend les points de ’exercice II.

1°) Donnez une équation normale du plan (ABC).
2°) En déduire la distance entre le point E et le plan (ABC).

Exercice IX (intersection de deux plans)
Nous avons vu dans un exercice précédent que les plans P d’équation
dr —y+22+7=0et P’ d’équation 22 — 3y + z — 4 = 0 sont sécants.
1°) Donnez une représentation paramétrique de leur droite d’intersection.
2°) Soit P” le plan d’équation x — 2y + z — 5 = 0.

Vérifiez que P, P’ et P” n’ont qu'un point d’intersection.

Exercice X (projection orthogonale d’un point sur un plan)

On reprend les points de I'exercice II et on rappelle qu'une équation du

plan (ABC) est 6x — 4y — 7z + 4 = 0.

1°) Donnez une représentation paramétrique de la droite perpendiculaire
a (ABC) et passant par E.

2°) a) En déduire les coordonnées du projeté orthogonal de E sur (ABC).
b) En déduire la distance entre le point E et le plan (ABC).

Exercice XI (intersection droite-sphére)

On reprend les points de I'exercice II et la sphere S de centre B et passant
par C.

Déterminez les coordonnées des points d’intersection, s’ils existent, de la
droite (AD) et de la sphere S.

Exercice XII (intersection plans-spheére)

Déterminez les coordonnées des points communs (s’il y en a) aux deux
plans d’équations z — 52 +8 = 0 et 2x + 3y — 42 — 20 = 0 et a la sphere
de centre Q (—2; 5; 1) et de rayon v/26.

Exercice XIII (sphére tangente)
Soient : E'(2; —1;3); F(=5;6;2); G(=3;8;6); T(7; —=3; —1).
Déterminez une équation de la spheére de centre T tangente au

plan (EFGQG).

Exercice XIV (un peu de tout)
Soit (O; 7,7, E) un repere orthonormal de ’espace.
On considere le point € (—2;0; 1) et (S) la spheére de centre Q et de
rayon 11.
1°) Soit A le point de coordonnées (7; 2; —5).
a) Vérifier que A appartient a (5).
b) Déterminer les coordonnées du point K, diameétralement opposé
au point A sur la sphere (5).
c¢) Trouver une équation du plan (P) tangent a (S) en son point K.
2°) Soit B le point de coordonnées (—9; —5; 9).
a) Montrer que B appartient au plan (P).
b) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).
En déduire que cette droite coupe (S) en un point C, distinct
de A, dont on déterminera les coordonnées.
c¢) Calculer AC' x AB et comparer avec le diamétre de la sphere (S).

3°) Soit (D) la droite de représentation paramétrique :

r = —154+6t
y = =5 telR
z = 9t

a) Montrer que (D) est contenue dans (P).
b) Montrer que (D) passe par B.

4°) Soit (A) la droite de représentation paramétrique :

r = —6-—3t
y = 8+t telR
z = —8

a) Prouver que (A) et (S) n’ont qu’un seul point d’'intersection. Que
peut-on en déduire pour (A) et (S)?
b) Les droites (A) et (D) sont-elles sécantes ?



