Exercice : longueur d’une courbe, courbure
Dans le plan rapporté a un repere orthonormal (O ; 7, 7), on considere la

x(t) = 3(t —sint)
y(t) = 3(1 — cost)

cycloide € d’équations : { out e R.

€

1°) On cherche a calculer la longueur ¢ d’une arche. On rappelle
la formule du cours donnant !’abscisse curviligne d'un point :

s(t):/t:||]\;["(u)||du:/t:\/(x’(u))2+(y’(u))2du ou ty est la

valeur du parametre correspondant au point d’origine des abscisses
curvilignes.

a) Prouver que £ = 3v/2 [7™ /T — cosu du.

b) A Taide d’une formule donnée dans le formulaire, retrouver

I'égalité 1 — cosu = 2sin? g

c) En déduire /.

2°) On s’intéresse dans cette question au lieu I" des centres de courbure

a la courbe € (I est la développée de €).

a) Rappeler la formule donnant le vecteur normal N , ainsi que le
rayon de courbure R en un point M de parametre ¢.

b) En déduire une formule donnant les coordonnées du centre de
courbure en fonction de x, vy, 2/, v/, 2", y".

c) Appliquer cette formule au cas présent.

d) Soient M (t) et N(t) les points de € et de I' (respectivement) de
parametres t.
Ecrire les coordonnées de M (t+m).
Donner celles du vecteur d’origine M(t + 7) et d’extrémité N ().
Que peut-on en déduire pour la courbe I'?
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Corrigé (longueur d’une courbe et courbure)

1°)a) On a ¢ = s(2m) avec to = 0.
Pour tout point de €, on a :

V(@ ()2 + (' (w))?

V(3(1 = cosu))? + (3sinu)?
V9(1 — 2cosu + cos? u) + 9sin®u
= 3v/1—2cosu+ cos?u + sin® u

= 3v2—2cosu = 3v21 - cosu.

b) On peut utiliser la formule : cosp — cosqg = —2 sin]% sinp — q’ en posant
p=0et qg=u.
27 27
c) Donc€—3\/_/ \/2sin? du—6/ sm
Comme u € [0; 27] % [0; w]doncsm§ Oet‘sm ‘—smg
2m
Par conséquent, £ = 6 [ 2 cos %} =6(—2cosm — (—2cos0)) = 24 (unités de
0

longueur).

2°) a) Extrait du cours : dans le cas d'une courbe parametrée, N a pour coordonnées

o ! 2 12)3/2
Y e +y
2 2 2 2 € = ( 1o, I) 7
Va2 +y? a2 +y 'y —y'x
N .
b) Le centre de courbure est défini par M2 = RN. Ceci donne :
2 12\3/2 o (2 /2
xQ —Tr= (xl I;|_ y I) 11 X y = y/ (f +Iyll) dOnC
'y" —y'x Va'? +y'? 'y —y'x
_ /2 (2 2
ro =2+ ya” +y ).Deméme,ontrouveygzy—kx(x +v”)

c) Ici, on obtient : 22 + y'? = 18(1 — cost) (voir 1°)a)) et
'y" y'z" = 9(1 —cost) cost —9sin?t = 9(cost — cos®> t —sin?t) = 9(cost — 1)
( 2 + y12)
/y// y x
yo =y — 22’ = —3(1 — cost).
d) Les coordonnées de M (t + ) sont
xp =3 +m—sin(t+7)) =37+ 3(t — (—sint)) = 37+ 3(t +sint);
ym = 3(1 — cos(t + 7)) = 3(1 + cost).
Celles de N(t) sont xny = 3(t +sint); yny = —3(1 — cost).
Celles du vecteur d’origine M (t + m) et d’extrémité N (¢) sont donc :
TN — Xy = —3T; Yyn —Yym = —6
Quand t décrit IR, t + 7 décrit aussi IR. La courbe I' s’obtient a partir de la

donc = —2. On en déduit que zq = = + 2y’ = 3(¢t + sint) et

. , -3
courbe % par une translation de vecteur de coordonnées < 77) . I' est donc
—6

aussi une cycloide.
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