Cours et exercices : Equations différentielles du second ordreI

(& coefficients constants)

I. Nombres complexes
1) Définitions et quelques calculs
— On admet l'existence d’'un nombre i (notation die a Euler) tel que
— Un nombre tel que, par exemple, z = —2+3i est un nombre complexe
écrit sous la forme algébrique : (avec a et b réels).

— L’ensemble des nombres complexes est noté C.
— Le conjugué de z = a + bi est .

EXEMPLES 1 :

Siz=3+2ialors z=3-—2i. Siz=i—1alors z=—-i—1.

2) Addition, soustraction, multiplication
EXEMPLES 2 :

— (23 (41— (B3 —=1—i
— (2-3i)(5i+1) = 10i + 2 — 15i® — 3i = 17 + Ti.

Exercice 1

Soient z1 = 3 — 2i et z9 = —1 + 31i. Donnez la forme algébrique de :
10) 29 ‘ 20) 21+ 29 ‘ 30) 321 — 29 ‘ 40) 2129
50) Z21%22 ‘ 60) Z2121 ‘ 7°> Z% ‘ 80) Zg

3) Equation du second degré a coefficients réels.

Théoréme 1 (équations du second degré a coefficients réels)
Pour résoudre dans € I'équation az? + bz +c =0 (a, b, c réels), on calcule le

discriminant .

1l y a alors trois cas :

Signe de A Solutions de I’équation Commentaire
—b— VA —b+ VA
A>0 271 =——""|; |z;= —btva Deux solutions réelles
2a 2a
—b . .
A=0 Z0 = 2 Une solution réelle
a
—b—iv-A —b+iv-A Deux solutions
A<O0 7H=——7—"—|;lo= ——
2a 2a complexes

EXEMPLE 3 : résoudre les équations suivantes :
22-324+2=0 922 +1224+4=0 2Z2+241=0

%@m:£um@@%awmﬂz1:1&zz:2.
£amndeéquabmxa/r\ounxw&thz0:—§.
£admmwma/(\mw&1ﬁofmzl:ﬂet@:ﬂ.

2 2

Exercice 11
Résoudre les équations suivantes :
1°) 22 =5z +4=0]2°2:2+122+18=03°) 22 +3 =0
4°9) 22 =2—1 15°) r2 —5r =0 | 6°) 1P —2r +5=0

II. Equations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants sans second membre

On cherche ici des fonctions solutions d’une équation différentielle de la forme
‘ (Eo) : ay” + by’ + cy = O‘ ou a, b, ¢ sont des constantes (a # 0).

La solution générale de (Ep) (les solutions de (Ep)) sera notée yo.

Pour trouver g, on résout d’abord ’équation caractéristique :
‘ar2+br+c:0‘.

Pour cela, on calcule d’abord le discriminant de cette équation : A = b? — 4ac.
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Théoréme 2 (solutions de ay” + by’ + cy = 0)
Premier cas : si A > 0.

ar? +br + ¢ = 0 a alors deux solutions 1| = r9 =

2a 2
yo(t) = Ae™! + pe™t |

—b—\/Zet —b+ VA
= —

La solution générale de (Ey) s’écrit alors :

Deuxiéme cas : si A = 0.

ar? 4+ br + ¢ = 0 a alors une solution r = ~od
a

yo(t) = (Mt + p)e™ |

La solution générale de (Ey) s’écrit alors :

Troisiéme cas : si A < 0.
ar? +br + ¢ = 0 a alors deux solutions complexes

—b—iv—A —b+ivV=A

71 = _— et; 9 =
2a 2a
b A=A b n IRVAVAN
2a 2a 2a 2a
= a—1f = a+if

(on dit que ry et ry sont deux complexes conjugués).

La solution générale de (Ey) s’écrit alors : |yo(t) = (X cos Bt + psin Bt)e® |,

EXEMPLES 4 :
Résoudre v — 49/ + 3y = 0; 4y” + 12y + 9y =0 et 3y — 4y’ + 5y = 0.

Exercice I11
1°) Résoudre les équations différentielles suivantes :
a)y' =5y +4y=0|b)a"+a'+2=0 |c)3y" +5y=0
d) 4y" = 4y’ — 9y ‘ e) dx’ +42’' +2 =0 ‘ f) =3y’ +2y —4y =0

2°) Trouvez la solution f de y” — 5y’ +4y = 0 vérifiant f(0) =1 et f/(0) = —3.
3°) Trouvez la solution g de z” + 2’/ + x = 0 vérifiant g(0) = —1 et ¢’(0) = 5.

Exercice IV
Dites si les fonctions suivantes sont solutions de 1’équation différentielle
y' =5y +4y=0-:

1°) f(t) =5t—3 ‘ 2°) g(x) = et ‘ 3°) h(t) =e 3t — ¢l ‘ 4°) h(t) = 2t — 7et

II1. Equations différentielles linéaires du second ordre

a coeflicients constants avec second membre

1) Résolution de (E) : ay” + by’ + cy = d(¢t)

On cherche ici des fonctions solutions d’une équation différentielle de la forme
‘ (E) : ay” + by + cy =d(2) ‘ofl a, b, ¢ sont des constantes (a # 0) et d est une
fonction continue sur un intervalle .

Théoréme 3

On obtient la solution générale y, de I’équation avec second membre (E) :
ay” + by’ + cy = d(t) en trouvant une solution particuliére y, de (E) et en
lui ajoutant la solution générale yo de I'équation sans second membre (Ep) :

ay” + by’ + cy = 0 ce qui peut s’écrire Yg=Yp+ Yo

EXEMPLE 5 : Soit I’équation différentielle (E) : 3 — 4y + 3y = 6t> — 19t + 8.
Vérifier que g(t) = 2t? —t est une solution particuliére de (E). En déduire la
solution générale de (E).

Réponse : Si g(t) = 2t2—t alors ¢/(t) = 4t—1 et ¢"(t) = 4 donc ¢"" —4¢'+3g =
4 —4(4t — 1) + 3(2t2 —t) = 6t — 19t + 8 donc g est bien une solution
particuliere de (E). La solution générale de (Eg) est (...) yo(t) = Xef + pe?
donc la solution générale de (E) est y(t) = Xe! 4 pe3t + 2t —t.

Exercice V (BTS 2000)

On considere 'équation différentielle (E) : y” + 4y’ + 4y = 8, ou y désigne une

fonction de la variable réelle z définie et deux fois dérivable sur IR.

1°) Vérifiez que la fonction g définie sur IR par g(x) = 2 est une solution
de (E).

2°) Résoudre sur IR I’équation différentielle : y” + 4y’ + 4y = 0.

3°) En déduire 'ensemble des solutions sur IR de I’équation différentielle (E).
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2) Recherche d’une solution particuliére
On peut chercher une solution particuliére ayant la méme forme que d(t).

EXEMPLE 16 : Comment obtient-on la solution particuliere g(t) = 2t> — ¢
de I’exemple précédent (équation 3’ — 4y’ + 3y = 6t — 19t + 8) ?

Réponse : Ici, d(t) est un polynéme de degré 2, cherchons donc une solution
de la forme y(t) = At> + Bt + C. On a alors :

y" — 4y 4+ 3y = 612 — 19t + 8

<= 3At? + (3B — 8A)t +2A — 4B +3C = 6t> — 19t + 8

donc (...) il faut que A = 2, B = —1 et C' = 0, on en déduit que y(t) = 2> —t
est une solution particuliere.

Exercice VI

On veut résoudre 1'é.d. (E) : 3" + 2y’ — 3y = 3t2 — 1.

1°) Trouvez trois nombres a, b et ¢ tels que la fonction g définie sur IR par
g(t) = at® 4 bt + ¢ soit une solution particuliere de (E).

2°) Résoudre sur IR ’équation différentielle : y” + 2y’ — 3y = 0.

3°) En déduire la solution générale de (E).

3) Solution vérifiant des conditions

EXEMPLE 16 :
Trouver la solution f de y” — 4y’ + 3y = 6t — 19t + 8 vérifiant f(0) = 2 et
£1(0) = —1.
Réponse :
On a f(t) = Xe! + ped + 2t —t donc £(0) = A + p. Par ailleurs,
f'(t) = Xet + 3ue® + 4t — 1 donc f/(0) = A + 3u — 1 d’oit le systéme
A+ p=2
A+3p—1=
La solution recherchée est donc : f(t) = 3e! — e3 4+ 2t2 —¢.

1 qui donne (...) p=—1et A =3.

Exercice VII (BTS grp B 2006)

On considére I'équation différentielle (F) : y” — 3y’ —4y = —5 e~
ou y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable
sur IR, 3’ la fonction dérivée de y et y” sa fonction dérivée seconde.

T

1°) Déterminer les solutions sur IR de I’équation différentielle (Ey) :
y" — 3y — 4y =0.

2°) Soit h la fonction définie sur IR par h(z) = xe *.
Démontrer que la fonction h est une solution particuliere de 1’équation
différentielle (E).

3°) En déduire I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E).

4°) Déterminer la solution f de I’équation différentielle (E) qui vérifie les
conditions initiales f(0) =2 et f/(0) = —1.

Exercice VIII

Un pendule simple est constitué d’une
boule suspendue a un fil inextensible de oy
masse nulle. On écarte la boule de sa po-
sition d’équilibre puis on la lache.
L’angle « (en radians) entre le fil et la — 7 0
position d’équilibre dépend du temps : on i
note a = «(t). Mo
Les lois de Newton montre qu’alors

7

B AN .
o = — 7 sina; or, pour les petits

¥

X

angles, sina >~ a.

1°) Résoudre 'équation différentielle : y” = — (i) Y.
Données : la longueur du fil est ¢ = 0,2 metre ; Paccélération de la gravi-
tation est g ~ 9,8 m.s 2.

2°) On a écarté le pendule de 0,3 radian par rapport a sa position d’équilibre
avant de le lacher : on a donc «a(0) = 0,3 et &/(0) = 0 (vitesse initiale
nulle).
En déduire 'expression de a(t).

3°) Au bout de combien de temps le pendule passe-t-il par sa position
d’équilibre ?
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